2.1

SUMA

I[f(x) + g(x)] dx = jf(x) dx + Ig(x) dx

CALCULO DE PRIMITIVAS

PRODUCTO POR UN NUMERO

J kf(x) dx = »‘ejf(x) dx

POTENCIAS
.1 dx=x+k
..xn i = 1?.”-:11 LB & s jf(x)” - (%) dx = % +k si ne-l
% dx = Jx—l dx=1In|x| +k J%d\ =In|fx)| + k

f
e¥dx=e"+k

a X
a*dx =

Ina +k

f
nmxdx=xInx—-—x+k
f
xlnx—x

Ina *+k

log, x dx =

senxdx =—cosx + k
A

cosxdx=senx+k
A

lgxdx=—n|cosx| + k

L

[ 1
(1 +1g* %) dx =
& aax Icosz.x

s dx=arcigx+k

1 a0
v
[ 1
= dx=arcsenx+k
J¥1l—x
[ -1
= s dx =arccosx+ k
v1-x

dx=1gx+k

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

p

e/ ) - 1) dx = /& 4 p

a_,f'(.t‘)
Ina
&)

=K n f(x)—f0) + k

i X v _xin f(x) - f(x)
log, f(x) - f'(x) dx = — ma "

al™ . f1(x) dx = + k

Inf(x) - f'(x) dx

k

TRIGONOMETRICAS

sen f(x) - f'(x) dx = —cos f(x) + k

cos f(x) -+ f'(x) dx = sen f(x) + k

tg f(x) - f'(x) doc = —in |cos flxo) | + ke

. [1+ 1g° f(x)]  f(x) dxc = j‘% dx=1gf(x)+k
li(_;tfi)z dx = arc g f(x) + k
ﬁl% dx = arcsen f(x) + k

[ @)

dx = arc cos f(x) + k

V1—f(x)?



Calcula las siguientes integrales:

4_352 + = -y Dol x
a) [xi=3x%+2x-2 4, b) Vo +N2x? 4 o) |Zsenx+3e* ;.
x—1 g 5
X
ResoLucion
c g D . R
a) Efectuamos la divisién y expresamos el resultado de la forma ria c+ PR
A a2 =2 4 -3
Bt S Skl 7 Y8 {.1'3 +x2% — 2% + — 2 ]dx=AT + X _x2_2mn|x—1] + &
x—1 \ x—1 4 3

b [ g [, 2
X

1

dx = j(x%_% + 251

Vx o x

dx =

‘ 12— —
L 3 13/12 5 7/4 13 A Nl
=.[(x'-’+\E.x“*)cix=%cw+\l§‘;/4 +fe=12 Jx +ﬁWl LE + k

DYeom x + BaX _2¢c0s ¥ + 3%
o J‘Hsen.\_ 3e* iy = =2c0s ; e 4

Calcula las siguientes integrales:

a) I(-ﬁ —~3x% + 2x -1 dx b) ..(x3 —2x) dx
» 2 [%x ~ 227+ L ax b) .'xﬁ (x+5) dx = J(.x‘" +5x9) dx
D 2 :(x— D(x? + 4x) dx b) '[(_xz -3 dx = j(-r“ ~ 6x% +9) dx
A 2 I(Z.h‘z = 332 do h) J‘L_i/;l_ dx
Vx
& I 52 ;xﬁ doc b) jr‘%e»\‘_%cm x| dx
A j‘ 3? e b) IM o
cos? x 4
a) .[1 +3.1'~’ dx W .[M# o
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rﬂai‘\ CICIO RESUHEITO

LA A LIV L

Calcula esias integrales:

2 dx 5x+3
A z
a) Jx I+x“dx b) J‘xb:x C)J‘.x'2+1dx
RESOLUCION
f 1 2y3/2 V(1 + %23
a) Jx V1 +x2 dx = iij(l + x)V2 gy = 5 & 4.‘;7); + k= a 3 sl + k
) {2 _ ol 1 o [Inx| + k
x Inx nx
: S5x + 3 ( 5x 3 ) 3 2
: - dx = + ix == ix + 3 dx =
& szu J.x2+1 PEFSTAair] PEFER i Py
5 2 .
= ;In |x*+ 1] 3arcigx + k
Halla las siguientes integrales:
a) |2x (x% + 1)8 dx b) |xVx2—1 dx
a) |xV1—3x? dx b) |cos x - (sen x)° dx
) a) |sen x cos® x dx b) 72 2 dx
%% +
[ x 12x2— 4x
» a) |—X— 4 , :
: J3x2 -2 * L 43::5—2,1'2+1dx
f a5 72 f
3x“—x cOSs X
2 dx — Adx
a) Jdxd —2x2 + 1 * b sen® x L
148 a) LO5X dx b) [e® *5 dx
sen x )
2) [2x ¥ -3 dx b) |(x — 1) e3x* - 6x gy
[ elex f ) N )
p 2) o x dx b) |(6x3 = 1) cos Bx* — 2x) dx
(_ a) | (2% — 1g x) dx b) |3cos x e gy
e2x n ‘6,\}.; ‘
a) | 2% 1 3 dx b) . \[;d.x.




Calcula las siguientes integrales:

a) :ﬂ dx b) fx® (x + 1) dx
%
N .{} - \}—‘
a) a3 2x% - 3)5 gx by [Y3x +N2x .
%
Q) 7_\ s ( -ﬁi"-z_" .
;y‘uﬂ5 *hji‘ h%?m 3%3 2) dx
P a) H.—B—,r ax b) '(2;\;‘ + 13 dx
| =2 |* :
a) { (x+ 1)? dx b) {cos x Vsen x dx
=7 a) [<EOSX_ g b) [€osx + sen x
J Vsen x JSenx—cosx
% f 2 e f o B
] mx JAaxt=2x+ 1
[ x T
a) w dx b) _e;e_ dx |
Je* +senx Jie® d g i
P 2) |xsen (x2—2) dx b) [(Bx? — 2) ex*-2¢ gy
), [ glnx [ parcigx )
28 d). " dx I)).sz—dm
a) [x - 35741 gy b) |eX V1 + e* dx "
v v ‘
€< 2 [sen Bx+1) + e 3% dx b) oI_13 dx
a) |2+ Inx) dx b) [(Vx +2)(x + V) dx J
, . |
J|arcigx x o x s
st). 1+ 2 ex b)'1+x4d.1m.‘A1+(xz}2 dx |
[log, (x + 2) ) J
| ETE b) |—2=X%

. 2 - > T
a) J.V’l——xj dx b) J‘ T+ 2 dx

—_—— dx
) 5 J1 + (sen x)? e (

o

) x+1 % 1 . —3x )
a) Irz = dx = J(_xz s P dx b) I-VT: dx [




Resuelve, utilizando un cambio de variable, las siguienies integrales:

a) sze*'j dx b) Jx\i:r —1dx c) [L

RESOLUCION

a) En este caso, el cambio de variable lo podriamos haber realizado mentalmente: en las péginas an-
teriores ya hemos resuelto directamente integrales de este tipo. Veamos cémo calcularla mediante
un cambio de variable;

Hallamos t=x% — dt = 3x? dx; queda asi:

2 a3 1 43 1 1 1 .3

o2 X = X 2 = o - t i !
x“e¥dx=5e" 3xtdx=Z|eldi=S el + h==e% +}
j 5J i 5J “=3 3

dt

b) Cambio: t=Vx-1 — t?=x-1 - x=¢t2+1 — dx=2rdr

J.rv.xldX'=J(12+ 1) - ¢ -21dz-:[(2r'1 + 219 d!=-")_,>—+ 2t | b=

3
; . 35 PTE
_ Z\J(A._ 1> | 2V —1)3 -
5 3
93
c) Cambio: f=Ve*-1 = t2=e¥—-1— e¥=1241 5 x=ln(2+1) — dx= ﬂi T4t
dx 2t 21 -
= |- t= |5 —di=2arcigt+ k=2 arcig Ve*— ;
j\m J(I3+1_)t di jtz+1 di arcigt+ k arcigNe*—-1 + k
Resuelve por sustitucion las siguientes integrales:
3— ; .
a) Jd‘f_ (Cambio: t=Vx) b) Jli dx
1+vYx 1+ \f_x
X dx 1 ; dx
o) [=== (Cambio: t=vx + 2) ) |—==—
,l‘\'x+2 ! xV2x—1
e) _e¥ dx (Cambio: t=Ve* + 1) f eXdx
Vet +1 e+ 1
g) Jﬁﬂdi : (Cambio: ¢ =%) h) j\fl——? dx (Cambio: x = sen )
XX — J
cos 2t

o = 1
Utiliza la formula: cos? ¢ = = + >
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FORMULA DE INTEGRACION POR PARTES

ju dv = uv — jv du

Calcula las siguientes integrales:

) I(Zx + 1) e*dx b) Je-"cos xdx

ResoLUCION
u=2x+1 — du=2dx

a) Llamamos: [ dv=e*dx —> p=eg* > yaplicamos la férmula:

j(Zx +1De¥dx=02x+ 1) e*- JZe-" dx=Qx+1)e¥—2e"+k=2x-1) e*+k

5 6 U, =e* — du, = e dx U, =e* — du,=evdx
) d { 3 l 2 2
dvy = cos xdx — v, =Ssenx dv, = sen x dx — v,=—cosx

)] @
je“' cos dx = e sen x — |e™ sen x dx = e sen x + e* cos x — | e™ cos x dx
A
i I
X gm0 + ex c
e sen x COSX , 4,

= 2I=e*senx+eXcosx = I= >

» Aplica la integracion por partes para resolver estas integrales:

a) .lAﬂ.XP'Y dx b) J(‘.‘rz + 1) e¥dx (Aplica dos veces el método)

<) JA(x + 1) cos x dx d) .[( x2 + 2) sen x dx

e) j(ﬂ( + 1)% e¥ dx f) J&x: nxdx u=Inx dv=x?dx)

a) J‘(J!’C lgxdx (u=arcigx dv=dx) h) J‘e‘ sen x dx
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EJERCICIO RESUELTO

DENOMINADOR DE PRIMER GRADO
7

X2 2% .
x+3

dx b) J

Resuelve esias integrales: a) ( =
J3x+1

ResoOLUCION
a) L —dx = 1 5 dx = %m |3z + 1| +k
J3x+1 3.} 3% * 1 3

b) Efectuamos la divisién y expresamos el resultado de la forma 7 C+ a

wH3 X+ 3y 2

f ,.Z_ Dy - g .’X‘Z _ _
XX gy = (x—)+ L ja’.x‘=7—3x+b In|x+3| +k

W Calcula estas integrales, dividiendo previamente cuando sea necesario:

) 2 A : -+
a) |—=——dx b) wclm
Sx—1 x—2
_ 7 3 -_)4.2 — A
o |£ S * 1 dx D E +_.x‘ X dx
x+ 1 2x + 1

EL DENOMINADOR SOLO TIENE RAICES REALES SENCILLAS

2x+ 1 2x + 1
Calcula: x-g—xz—z.xdx_ —_—“x(x+1)(x—2) dx

RESOLUCION
Descomponemos en fracciones simples:

2o 41 A, B, C _Ax+Dx-2) + Bx(x— 2)+ Cxx+1)
xE+1Dx-2 ¥ x+1 x-2 x(x + Dx—2)

— 2x+1=A(x+ 1)x—-2)+ Bx(x—2)+ Cx(x+ 1)

Sustituyendo x=0 — 1=-24 — A= l)]

w L

Sustituyendo x=-1 — -1=3B — B=

Sustituyendo x=2 — 5=6C — C=

Por tanto:

2x + 1 dx = (_1/2 M3, 5/6 cj;-:ilu]xi——_lfhrl.x‘r 1 +iin|x—2! +k
x(x+ Dx—2) \ X o | x—2) 2 3 6




Halla estas integrales, dividiendo previamente cuando sea necesario, y descomponiendo en fracciones

simples:
1 . 1

3) —_—— d% I'}) —— t:i..\,"
x{x—3) (x+ D(x—1)
2%+ 1 lxEo1

c) J‘m dx d) IH dx
2x¥—=3x2+1 , - 3x + 1 )

< jm dx Y j.x(.x = D+ 2

y (22 gy h) l dx

= e Va3 + x2 —dx—4

EL DENOMINADOR TIENE RAICES REALES MULTIPLES

dx

AT S e o ae
Calcula:J X" =Sk —X° —Jx 2dx=.[ x*—5x° —x* —3x -2

x%+ x4t —x3 _x? x2(x —1)(x +1)?

Resowucion

En primer lugar, habria que factorizar el denominador; en este caso ya lo tenemos hecho. Después,

descomponemos en fracciones simples como sigue:

—xt—5xd_x? _3x—-2 A _ B C . 8 E
x2(x — Dix + 1)? X ox? x—-1 x+1 (x+1)2

Operando en el segundo miembro e identificando numeradores (de modo andlogo a como lo hicimos
en el ejercicio resuelto de la pigina anterior), llegamos a que:

A=1, B=2, C=-3, D=1, E=-2
Por tanto, la integral queda:

2
Kk

1 2 = —5 1 + —2 I P - 2 iy | o 7 | e
I(T +F T a1 +x+1 ' (.\'+1)3.-] dm_mh]#;iamhiu i




Calcula estas integrales, descompeniendo en fracciones simples:

Co 1
S e e b) g i
: J(_.r— Z o Jx(_r_ 2 dx
—'Vz Ll S 2% % 1 )
c) j('.k' Iy dx D | oo 2 dx
. 3x o 5 |
© J(_.x 12 -2 P f)‘ 3

EL DENOMINADOR ES UN POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO SIN RAICES REALES

Calcula estas integrales, en las que el denominador no tiene raices reales:
3 x +1
a) |7 o Ldx Wl e =
)J‘x3+2X+3 ) xZ +4x+5 %%
RESOLUCION
a) Transformamos el denominador para obtener un binomio al cuadrado y operamos hasta llegar a

una integral relacionada con la arcotangente:

> s > D, [ S

j.r-’ + 2% +3 % .[(xz o+ D29 j(.xr SR+ T J (x + 1)2 dox =
=+

2

N

[ SR N3]

I
PO |

1 osA2 2 _5\2 o gx+ly
oz 0

b) Cuando el numerador es de primer grado, descomponemos en un logaritmo neperiano y un arco-
tangente:

J‘ X+ 1 1j 2x + 2 1J‘2x+4—2

dx == = dx =
x2+4x +5 9 .xz+4x+3d\ 2

1 2x + 4 1 ' 5 _ 1
=—|l—dx—-|—>"————dv = 2 g e Sy . SR -
7 ,[--"l A%+ S dx sz Th b dx In|x?+4x + 5| I(-X' T T dx

= %m‘xl +t4x +5|—arctg(x+2)+k




Resuelve las siguientes integrales en las que el denominador es un polinomio de segundo grado sin

raices reales (no olvides dividir previamente cuando sea necesario):

a) Jk% dx

X2+ 2x + 2

9

e) I% dx

X% + 2o 42

Calcula las siguientes integrales de funciones racionales:

o

dx

N

;l') J‘_x +
X =

x5 — 4x? + 2x
c) JL—— dx

x -4
x+¥ 2
e) Ix (x+ 1) dx

- 4
8) sz ¥ %3 9%

i) j.\ (e — 22 ax

1
k) I.x5 —xl_x+19%

2
m) J.m dx

) 2x% —3x+2

d) dx

bl A B )

1
D jT@—) “

x+1
o) sz —2x + 49




2.5

Calcula las siguientes integrales:

' nad 21 % 2
a) (B «+ 22 _ ) gy
5 i

'y

a) |(x? + 1)2 dx

a) |(2e* — 3%) dx

2 | x 1 )
a) (1: + ? +- .’X}z, dx

a) |1 + 1g’x + sen x) dx

200

JV1L — %2

a) dx

a) |3x j\f."\-'z +1 dx

2x =3
EV N
xX*—3x+5 s
L
[
a dx
a) 2e¥ -1

a) |x2 sen (4x3 - 1) dx

a)

2¢08 X

a)
) sen? x

a) |3lnx dx

cos E E/x} e

b) |x% (2x + 1) dx

[ VI —\Bx

2x

b) dax

n

b) |(cos x — tg x) dx

b [[—2— +—L1 4
22 o 1 +,\3J”\
b) |—2— 4x

b) |3cos x sen’ x dx

|

b) |log, (x + 1) dx

b) A+ \r)

b) |—cosx x
l + sen’ x




Halla las siguientes integrales:

1—x% sen’ x
a) —dx b) | —=dx
1—x Vcos x
(Camhio; t=x) (Cﬂmljio: I = Ncos x; ten en cuenta cue:

sen3 x =sen?x- senx = (1 - cos®x) - sen x)

2 5o .
16 X0, L‘;Cﬁ.ﬁ\' b) |e?* sen e* dx
14 4 1 =2 ‘:“:h
(Cambio: x = sen ¢; utiliza la férmula (Cambio: t = e¥)
1 cos2t
sen? t = Z" 3 }
&) » | =Z—=dx b) |(2x2 - 3) e*dx
’ Vix + 1

(Cambio: 1 = VZx + 1 )

) a) |Bx — 1) cos x dx b) |4x3 bix dx

'y

f
. x i
e™ cos x dx b) pe dx = I\ e™ dx

b)

7 dax b) [—— dx

b)

1
d =
b) jx"’ —10x + 26 2

P 1 x—4
T N T— ) |24 |
& J.xl “Tox+27 )J‘x* “10x+26




